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Abstrakt

Tento text si dava za cil srozumitelné a formou piikladi osvétlit problematiku substituci
a morfismu v rozsahu pfedmétu Teoretickd informatika (TIN) v magisterskych studijnich obo-
rech na Fakulté informaénich technologii v Brné (FIT). Jsou prezentovany dvé verze vykladu:
neformalni a formélni.

1 Uvod

Béhem mého studia na FITu, at jiz pii absolvovan{ pfedmétu TIN & pii pifpravé na stétni zdvéreénou
zkousku jsem nabyl dojmu, Ze problematika substituci, morfismu a uzavienosti jazykovych tiid vzhle-
dem k témto operacim nebyvé dostatetné pochopena. Timto textem bych to chtél napravit, protoze
si myslim, ze po vhodném vysvétlen{ na tom nenf nic slozitého ;).

Vyklad a pouzité konvence budou zalozeny na studijni opoie do TINu [5], konkrétné sekci 5.5.2
(Uzdveérové vlastnosti bezkontextovych jazyku). Budu prezentovat dvé verze. Nejdiive vie popisi ne-
formélneé a ilustruji to na piikladech a poté to zformalizuji. Formalni verze je zalozena na knihéch [2]
(strany 49-51) a [4] (strany 71 a 423-424), jejichz vyklad se mi zdd vhodnéjsi, nez ten, ktery je pre-
zentovan v opofe k TINu. K pochopeni této problematiky bude ovSem stacit porozumét mému
neformalnimu vykladu.

2 Substituce a morfismy neformalné

Abych neformalni ¢ast co nejvice zjednodusil, tak se omezim pouze na bezkontextové gramatiky
a bezkontextové jazyky — z pohledu TINu na to stejné byl kladen nejvétsi duraz. Je tieba si ale
uvédomit to, ze tyto koncepty jsou univerzalni, ¢ili se vztahuji i na ostatni jazykové t¥idy.

2.1 Substituce

Pojem substituce 1ze chépat jako nahrazeni. V nasSem piipadé nahradime kazdy symbol néjakou
mnozinou Fetézcu, tedy jazykem. Vezmeéme si napf. Fetézec ab a substituci o (sigma), kterd je
definovéna nasledovné:

o(a) ={0,00} a o(b) = {1,111, 1110}. (2.1)

Znamend to, ze kazdé a se nahradi jazykem {0,00} a kazdé b se nahradi jazykem {1,111,1110}.
Pii aplikaci substituce na Fetézec se tato substituce aplikuje na kazdy symbol zvlast, ¢ili v pifpadé
fetézce ab dostaneme

o(ab) = o(a)o(b) = {0,00}{1,111,1110},
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coz nam po provedeni konkatenace da

o(ab) = {01,0111,01110,001,00111,001110}.

Jelikoz jsou oba jazyky v (2.1) koneéné, tak se jednd s konecnou substituci. Obecné ale nemusi byt
substituce koneéna. Vezméme si napt. substituci definovanou takto:

o(a) = {0"1" |n > 0} a o(b) = {0}". (2.2)

Tato substituce je nekonecnd. Po jejim aplikovani na ab dostaneme

o(ab) = o(a)o(b) = {0"1" | n > 0}{0}",

coz nam ve vysledku d4 jazyk
o(ab) ={0"1"0™ | m,n > 0}.

V obou piipadech jsme substituci aplikovali na jediny fetézec. Substituci lze ale aplikovat i na jazyk
(ten muze byt i nekoneény), a to tak, zZe se aplikuje na kazdy Tetézec z tohoto jazyka a vysledky se
sjednoti. Vezméme si jazyk o(a) z (2.2) a oznacme jej L, ¢ili

L={a"b"|n >0}, (2.3)

a substituci definovanou néasledovné:

o(a) =L, a o(b) = Ly,

kde L, = {0,1} a L, = {dd,ee, fff,g99g}. Pro jednoduchost jsem zvolil koneénou substituci (L, i
Ly jsou konecéné jazyky). Po aplikaci o na L dostaneme jazyk

o(L) = |J Lary = (J{0,1}"{dd, ee, ff f, 999} (2.4)
n>0 n>0
Do jazyka (2.4) tedy patii fetézce e, 00ddee, 1f f f, 010gggdddd, 1111ddddgggee apod.

Pokud bych to mél shrnout, tak substituce nam definuje nahrazeni kazdého symbolu néjakym ja-
zykem. Substituce aplikovand na fetézec je definovand tak, ze se aplikuje na kazdy symbol v tomto
retézci. A konecéné, pokud aplikujeme substituci na jazyk, pak se substituce aplikuje na kazdy fetézec
z tohoto jazyka a vysledky se sjednoti.

2.2 Morfismy

Morfismus je specidlni pripad substituce, kde kazdy jazyk obsahuje pouze jediny fetézec. Pro odliseni
budu morfismy oznacovat ¢ (,fi“). Muzeme si tedy zjednodusit zapis, a to tak, ze misto

pla) = {w}

budeme psat jen
p(a) = w,

kde w je fetézec. Pojdme si ukdzat piiklad. Méjme morfismus definovany nésledovné:
w(a) = 00,p(b) =01 a ¢(c) = 10. (2.5)

Pak napft.
p(abac) = ¢(a)p(b)e(a)p(c) = 00010010.



Vidime, Ze na rozdil od substituce je vysledek aplikovani morfismu vzdy jednoznaény (vzdy do-
staneme jediny fetézec). D4 se Fict, Ze morfismus ndm fetézec pouze néjak piekéduje. Péknym
piikladem morfismu je tzv. Morsetiv kéd', ktery je pouzivdn v telegrafii. Kazdé pismeno latinské
abecedy se kéduje do posloupnosti znaku - (tecka) a - (pomlcka). Pro ndzornost uvedu jen kédovani
péar symbolu:

Retézec aab se pak zakéduje do
p(aab) = p(a)p(a)p(b) = ===+

Pomoci morfismu mohu nékteré znaky vymazat, ¢ili nahradit prazdnym fetézcem. Dejme tomu, ze
bych chtél z libovolného fetézce znaku 0 a 1 odstranit vSechny znaky 1. Lze toho docilit pomoci
morfismu ¢ definovanym jako
p(0) =0a¢p(l) =
Skutecné,
©(0110001) = ©(0)p(1)¢(1)9(0)¢(0)¢(0)p(1) = 0000.

Dalsim vyuzitim morfismu je piipad, kdy chci nékteré znaky pteznacit. Dejme tomu, budu mit
mnozinu netermindld N = {4, B, C'} a mnozinu terminali ¥ = {a,b,c} a ja chci kazdy neterminél
nahradit jeho ¢drkovanou verzi, tj. misto A budu mit A’ atd. Prdvé toto déld nasledujici morfismus:

p(A) = A", ¢o(B) = B',p(C) =",
p(a) =a,p(b) =bap(c)=c.

Jak vidite, tak s pfibyvajicim mnozZstvim znaku ndm roste slozitost popisu. V podobnych piipadech
Ize s vyhodou vyuzit nasledujiciho ekvivalentnfho popisu: definujme morfismus ¢ tak, ze o(X) = X’
pro viechna X € N a ¢(x) = x pro viechna z € X.

U morfismu jazyka je to obdobné jako u substituce. Jelikoz ale pro kazdy fetézec existuje praveé jeden
zakédovany Tetézec, tak je to jednodussi. Pokud si vezmeme jazyk L z (2.3) a morfismus definovany
v (2.5), tak

(L) = p({a"¥" |n > 0}) = {(00)"(01)" |n > 0} (2.6)

Do jazyka (2.6) patii napt. fetézce €, 0001 a 00000101.

2.3 Uzavienost tridy bezkontextovych jazyku

Nejdrive si musime vysvétlit, co je to tzv. bezkontextovd substituce. Ta je definovana obdobné jako
konecnd a nekone¢nd substituce, ¢ili bezkontextova substituce je takova substituce, kde je kazdy
symbol nahrazen bezkontextovym jazykem. VSechny substituce ze sekce 2.1 jsou bezkontextové.
Ovsem napf. nasledujici substituce

o(0) ={a"™b"c" |n >0} ao(l) ={cd}

bezkontextovéd neni, protoze jazyk {a"b"c™|n > 0} pati{ mezi zndmé jazyky, které bezkontextové
nejsou.

Triida bezkontextovych jazyku je uzaviena vici substituci, pokud kdyz si vezmeme libovolny bez-
kontextovy jazyk L a libovolnou bezkontextovou substituci o, tak o(L) je bezkontextovy jazyk. Ted
se pokusim méné formalné pieformulovat dukazy vét 5.10 a 5.11 z [5] (ddm hlavn{ ideu).
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Veéta 1. Trida bezkontextovych jazyki je uzaviena vuci substituci.

Diikaz. Vezmeme si libovolny bezkontextovy jazyk L a libovolnou bezkontextovou substituci o.
Ted musime ukdzat, Ze o(L) je bezkontextovy jazyk. Jelikoz je L bezkontextovy, tak existuje bez-
kontextovy gramatika G = (N, X, P, S), kterd jej generuje. Dukaz je zalozen na tom, Ze jelikoz
je o bezkontextova substituce, tak pro kazdy termindl a € X existuje bezkontextova gramatika
Gy = (Ny, X4, P,, S,), kterd generuje o(a). Vytvoiime tedy novou gramatiku G’ tak, ze kazdy
termindal a na pravé strané kazdého pravidla v P nahradime startujicim neterminalem S, .

Napft. pro pravidlo A — aBc dostaneme pravidlo A — S, BS.. Jakmile by tedy v pivodni gramatice
doslo k vygenerovani termindlu, tak misto néj se vygeneruje startujici netermindl piislusné grama-
tiky. Z toho se pak vygeneruje fetézec z piislusného jazyka (pro termindl a to bude fetézec z jazyka
o(a) atp.). O

Uzavienost tiidy bezkontextovych jazyka vuci morfismu je definovana obdobné. Pokud si vezmeme
libovolny bezkontextovy jazyk L a libovolny morfismus ¢, tak ¢(L) musi byt také bezkontextovy
jazyk. V8imnéte si, ze nepozaduji nic takového, aby ¢ byl ,bezkontextovy morfismus“, protoze to
nedava smysl.

Véta 2. Trida bezkontextovych jazyki je uzaviena vici morfismu.

Diikaz. Jelikoz je morfismus specialnim pripadem substituce, tak tato véta plati ihned diky Véte 1.
Pokud bychom na to chtéli jit konstrukéné, ¢ili pro libovolny bezkontextovy jazyk L a libovolny mor-
fismus ¢ vytvofit bezkontextovou gramatiku, kterd generuje ¢(L), tak bychom postupovali stejné
jako v dukaze Véty 1 s tim rozdilem, Ze misto nahrazeni kazdého termindlu a startujicim neter-
mindlem S, ho piimo nahradime Fetézcem ¢(a). Tedy napf. pokud ¢(a) = 000 a ¢(c) = 11, tak
pravidlo A — aBc nahradime pravidlem A — 000B11. O

3 Substituce a morfismy formalné

Definice 1. Necht ¥ a I jsou abecedy. Funkce o: £* — 21 se nazjva substituce prave tehdy, kdyz

(1) o(e) = {e},

(2) o(zy) = o(z)o(y) pro vSechny fetézce z,y € I*.

A& to vypada slozité, tak ©* oznacuje mnozinu viech fetézei nad abecedou ¥ a 21 ozna¢uje mnozinu
vSech jazyku nad abecedou I, viz strana 10 v opore k TINu [5]. Podminka (1) se nékdy vynechéva [2],
protoze vyplyva z podminky (2). Podminka (2) ndm zarucuje, Ze substituci lze definovat tak, jak
jsme si ji neformalné definovali v sekci 2.1, ¢ili kazdému symbolu pfifadime jazyk a v ptipadé fetézce
aplikujeme substituci na kazdy z jeho symbolu. Podle definice sice pfifazujeme jazyk kazdému fetézci,
ale jelikoz se substituce chova ,bezkontextové“, tak ji stac¢i definovat po jednotlivych symbolech.
Substituci fetézce pak dostaneme automaticky.

Definice 2. Nechf ¥ a I jsou abecedy. Funkce ¢: ¥* — I'* se nazyva morfismus pravé tehdy, kdyz

(2)  @(zy) = p(x)e(y) pro viechny fetézce z,y € L*.

Jelikoz je morfismus? pouze specidlni pifpad substituce, tak je jeho definice velice podobn4. Takze
to, co plati pro substituci, plati i pro morfismus.

2Poznamka pro zvidavé: £* se nazyva volng monoid s operaci konkatenace a neutralnim prvkem e a onen morfismus
je pouze zkréceny nézev pro homomorfismus nad monoidy, jak jej zndte z MATu. Viz napf. sekce 11.1 v [1].



Rozsiteni substituci a morfismu na jazyky dava nasledujici definice.

Definice 3. Nech! ¥ a T jsou abecedy, L C ¥* je jazyk nad X, o: £* — 2U je substituce a
w: X* = I'* je morfismus. Pak

weL
o(L) = {p(w)|w e L}.

Konectné, uzavienost jazykové tiidy vuci substituci a morfismu je formalné definovdana nasledovné.

Definice 4. Necht £ je tiida jazyki. £ je uzaviena wici substituci prave tehdy, kdyz pro libovolny
jazyk L € L a pro libovolnou substituci o: £* — 21 takovou, ze ¢(a) € £ pro viechna a € X,
plati, ze o(L) € L. L je uzaviena vici morfismu pravé tehdy, kdyz pro libovolny jazyk L € L a pro
libovolny morfismus ¢: ¥* — I'* plati, ze ¢(L) € L.

4 Zavér

Substituce nahrazuje kazdy symbol jazykem, kdezto morfismus nahrazuje kazdy symbol fetézcem.
Morfismus je specidlnim piipadem substituce. Diky vlastnostem substituce a morfismu staci, kdyz
je definujeme pro jednotlivé symboly, a automaticky je mame definovany pro fetézce. Rozsiteni
substituci a morfismu na jazyky je primocaré.

Pevné doufam, ze se mi tyto koncepty podafilo dostateéné objasnit. Vzhledem k tomu, Ze jsem
chtél tento text vmeéstnat do max. péti stranek, tak se sem nevlezla néktera témata, napt. inverzni
morfismus a uzavienost tiidy bezkontextovych jazyku vuci nému. Vérim ale, ze po pochopeni téchto
zékladu pochopite i tento koncept. Zdjemcum o rozsifujici a obecnéjsi koncepty se doporucuji podivat
na koneéné prevody (finite transduction) a GSM mapovdni (GSM mapping, od Generalized Sequen-
tial Machine), viz napt. sekce 2.4 v [3].
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