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Abstrakt

Tento text si dává za ćıl srozumitelně a formou př́ıklad̊u osvětlit problematiku substitućı
a morfismů v rozsahu předmětu Teoretická informatika (TIN) v magisterských studijńıch obo-
rech na Fakultě informačńıch technologíı v Brně (FIT). Jsou prezentovány dvě verze výkladu:
neformálńı a formálńı.

1 Úvod

Během mého studia na FITu, at’ již při absolvováńı předmětu TIN či při př́ıpravě na státńı závěrečnou
zkoušku jsem nabyl dojmu, že problematika substitućı, morfismů a uzavřenost́ı jazykových tř́ıd vzhle-
dem k těmto operaćım nebývá dostatečně pochopena. T́ımto textem bych to chtěl napravit, protože
si mysĺım, že po vhodném vysvětleńı na tom neńı nic složitého ;).

Výklad a použité konvence budou založeny na studijńı opoře do TINu [5], konkrétně sekci 5.5.2
(Uzávěrové vlastnosti bezkontextových jazyk̊u). Budu prezentovat dvě verze. Nejdř́ıve vše poṕı̌si ne-
formálně a ilustruji to na př́ıkladech a poté to zformalizuji. Formálńı verze je založena na knihách [2]
(strany 49–51) a [4] (strany 71 a 423–424), jejichž výklad se mi zdá vhodněǰśı, než ten, který je pre-
zentován v opoře k TINu. K pochopeńı této problematiky bude ovšem stačit porozumět mému
neformálńımu výkladu.

2 Substituce a morfismy neformálně

Abych neformálńı část co nejv́ıce zjednodušil, tak se omeźım pouze na bezkontextové gramatiky
a bezkontextové jazyky – z pohledu TINu na to stejně byl kladen největš́ı d̊uraz. Je třeba si ale
uvědomit to, že tyto koncepty jsou univerzálńı, čili se vztahuj́ı i na ostatńı jazykové tř́ıdy.

2.1 Substituce

Pojem substituce lze chápat jako nahrazeńı. V našem př́ıpadě nahrad́ıme každý symbol nějakou
množinou řetězc̊u, tedy jazykem. Vezměme si např. řetězec ab a substituci σ (sigma), která je
definována následovně:

σ(a) = {0, 00} a σ(b) = {1, 111, 1110}. (2.1)

Znamená to, že každé a se nahrad́ı jazykem {0, 00} a každé b se nahrad́ı jazykem {1, 111, 1110}.
Při aplikaci substituce na řetězec se tato substituce aplikuje na každý symbol zvlášt’, čili v př́ıpadě
řetězce ab dostaneme

σ(ab) = σ(a)σ(b) = {0, 00}{1, 111, 1110},
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což nám po provedeńı konkatenace dá

σ(ab) = {01, 0111, 01110, 001, 00111, 001110}.

Jelikož jsou oba jazyky v (2.1) konečné, tak se jedná s konečnou substituci. Obecně ale nemuśı být
substituce konečná. Vezměme si např. substituci definovanou takto:

σ(a) = {0n1n |n ≥ 0} a σ(b) = {0}∗. (2.2)

Tato substituce je nekonečná. Po jej́ım aplikováńı na ab dostaneme

σ(ab) = σ(a)σ(b) = {0n1n |n ≥ 0}{0}∗,

což nám ve výsledku dá jazyk
σ(ab) = {0n1n0m |m,n ≥ 0}.

V obou př́ıpadech jsme substituci aplikovali na jediný řetězec. Substituci lze ale aplikovat i na jazyk
(ten může být i nekonečný), a to tak, že se aplikuje na každý řetězec z tohoto jazyka a výsledky se
sjednot́ı. Vezměme si jazyk σ(a) z (2.2) a označme jej L, čili

L = {anbn |n ≥ 0}, (2.3)

a substituci definovanou následovně:

σ(a) = La a σ(b) = Lb,

kde La = {0, 1} a Lb = {dd, ee, fff, ggg}. Pro jednoduchost jsem zvolil konečnou substituci (La i
Lb jsou konečné jazyky). Po aplikaci σ na L dostaneme jazyk

σ(L) =
⋃
n≥0

Ln
aL

n
b =

⋃
n≥0

{0, 1}n{dd, ee, fff, ggg}n. (2.4)

Do jazyka (2.4) tedy patř́ı řetězce ε, 00ddee, 1fff , 010gggdddd, 1111ddddgggee apod.

Pokud bych to měl shrnout, tak substituce nám definuje nahrazeńı každého symbolu nějakým ja-
zykem. Substituce aplikovaná na řetězec je definovaná tak, že se aplikuje na každý symbol v tomto
řetězci. A konečně, pokud aplikujeme substituci na jazyk, pak se substituce aplikuje na každý řetězec
z tohoto jazyka a výsledky se sjednot́ı.

2.2 Morfismy

Morfismus je speciálńı př́ıpad substituce, kde každý jazyk obsahuje pouze jediný řetězec. Pro odlǐseńı
budu morfismy označovat ϕ (

”
f́ı“). Můžeme si tedy zjednodušit zápis, a to tak, že mı́sto

ϕ(a) = {w}

budeme psát jen
ϕ(a) = w,

kde w je řetězec. Pojd’me si ukázat př́ıklad. Mějme morfismus definovaný následovně:

ϕ(a) = 00, ϕ(b) = 01 a ϕ(c) = 10. (2.5)

Pak např.
ϕ(abac) = ϕ(a)ϕ(b)ϕ(a)ϕ(c) = 00010010.
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Vid́ıme, že na rozd́ıl od substituce je výsledek aplikováńı morfismu vždy jednoznačný (vždy do-
staneme jediný řetězec). Dá se ř́ıct, že morfismus nám řetězec pouze nějak překóduje. Pěkným
př́ıkladem morfismu je tzv. Morse̊uv kód1, který je použ́ıván v telegrafii. Každé ṕısmeno latinské
abecedy se kóduje do posloupnosti znak̊u · (tečka) a - (pomlčka). Pro názornost uvedu jen kódováńı
pár symbol̊u:

ϕ(a) = ·-
ϕ(b) = - · · ·
ϕ(c) = - · -·

· · ·

Řetězec aab se pak zakóduje do

ϕ(aab) = ϕ(a)ϕ(a)ϕ(b) = ·- · -- · · · .

Pomoćı morfismu mohu některé znaky vymazat, čili nahradit prázdným řetězcem. Dejme tomu, že
bych chtěl z libovolného řetězce znak̊u 0 a 1 odstranit všechny znaky 1. Lze toho doćılit pomoćı
morfismu ϕ definovaným jako

ϕ(0) = 0 a ϕ(1) = ε.

Skutečně,
ϕ(0110001) = ϕ(0)ϕ(1)ϕ(1)ϕ(0)ϕ(0)ϕ(0)ϕ(1) = 0000.

Daľśım využit́ım morfismů je př́ıpad, kdy chci některé znaky přeznačit. Dejme tomu, budu mı́t
množinu neterminál̊u N = {A,B,C} a množinu terminál̊u Σ = {a, b, c} a já chci každý neterminál
nahradit jeho čárkovanou verźı, tj. mı́sto A budu mı́t A′ atd. Právě toto dělá následuj́ıćı morfismus:

ϕ(A) = A′, ϕ(B) = B′, ϕ(C) = C ′,

ϕ(a) = a, ϕ(b) = b a ϕ(c) = c.

Jak vid́ıte, tak s přibývaj́ıćım množstv́ım znak̊u nám roste složitost popisu. V podobných př́ıpadech
lze s výhodou využ́ıt následuj́ıćıho ekvivalentńıho popisu: definujme morfismus ϕ tak, že ϕ(X) = X ′

pro všechna X ∈ N a ϕ(x) = x pro všechna x ∈ Σ.

U morfismu jazyka je to obdobné jako u substituce. Jelikož ale pro každý řetězec existuje právě jeden
zakódovaný řetězec, tak je to jednodušš́ı. Pokud si vezmeme jazyk L z (2.3) a morfismus definovaný
v (2.5), tak

ϕ(L) = ϕ
(
{anbn |n ≥ 0}

)
=
{

(00)n(01)n |n ≥ 0
}
. (2.6)

Do jazyka (2.6) patř́ı např. řetězce ε, 0001 a 00000101.

2.3 Uzavřenost tř́ıdy bezkontextových jazyk̊u

Nejdř́ıve si muśıme vysvětlit, co je to tzv. bezkontextová substituce. Ta je definována obdobně jako
konečná a nekonečná substituce, čili bezkontextová substituce je taková substituce, kde je každý
symbol nahrazen bezkontextovým jazykem. Všechny substituce ze sekce 2.1 jsou bezkontextové.
Ovšem např. následuj́ıćı substituce

σ(0) = {anbncn |n ≥ 0} a σ(1) = {c, d}

bezkontextová neńı, protože jazyk {anbncn |n ≥ 0} patř́ı mezi známé jazyky, které bezkontextové
nejsou.

Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzavřena v̊uči substituci, pokud když si vezmeme libovolný bez-
kontextový jazyk L a libovolnou bezkontextovou substituci σ, tak σ(L) je bezkontextový jazyk. Ted’

se pokuśım méně formálně přeformulovat d̊ukazy vět 5.10 a 5.11 z [5] (dám hlavńı ideu).

1http://cs.wikipedia.org/wiki/Morseova abeceda
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Věta 1. Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzavřena v̊uči substituci.

D̊ukaz. Vezmeme si libovolný bezkontextový jazyk L a libovolnou bezkontextovou substituci σ.
Ted’ muśıme ukázat, že σ(L) je bezkontextový jazyk. Jelikož je L bezkontextový, tak existuje bez-
kontextový gramatika G = (N,Σ, P, S), která jej generuje. Důkaz je založen na tom, že jelikož
je σ bezkontextová substituce, tak pro každý terminál a ∈ Σ existuje bezkontextová gramatika
Ga = (Na,Σa, Pa, Sa), která generuje σ(a). Vytvoř́ıme tedy novou gramatiku G′ tak, že každý
terminál a na pravé straně každého pravidla v P nahrad́ıme startuj́ıćım neterminálem Sa.

Např. pro pravidlo A→ aBc dostaneme pravidlo A→ SaBSc. Jakmile by tedy v p̊uvodńı gramatice
došlo k vygenerováńı terminálu, tak mı́sto něj se vygeneruje startuj́ıćı neterminál př́ıslušné grama-
tiky. Z toho se pak vygeneruje řetězec z př́ıslušného jazyka (pro terminál a to bude řetězec z jazyka
σ(a) atp.).

Uzavřenost tř́ıdy bezkontextových jazyk̊u v̊uči morfismu je definovaná obdobně. Pokud si vezmeme
libovolný bezkontextový jazyk L a libovolný morfismus ϕ, tak ϕ(L) muśı být také bezkontextový
jazyk. Všimněte si, že nepožaduji nic takového, aby ϕ byl

”
bezkontextový morfismus“, protože to

nedává smysl.

Věta 2. Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzavřena v̊uči morfismu.

D̊ukaz. Jelikož je morfismus speciálńım př́ıpadem substituce, tak tato věta plat́ı ihned d́ıky Větě 1.
Pokud bychom na to chtěli j́ıt konstrukčně, čili pro libovolný bezkontextový jazyk L a libovolný mor-
fismus ϕ vytvořit bezkontextovou gramatiku, která generuje ϕ(L), tak bychom postupovali stejně
jako v d̊ukaze Věty 1 s t́ım rozd́ılem, že mı́sto nahrazeńı každého terminálu a startuj́ıćım neter-
minálem Sa ho př́ımo nahrad́ıme řetězcem ϕ(a). Tedy např. pokud ϕ(a) = 000 a ϕ(c) = 11, tak
pravidlo A→ aBc nahrad́ıme pravidlem A→ 000B11.

3 Substituce a morfismy formálně

Definice 1. Necht’ Σ a Γ jsou abecedy. Funkce σ : Σ∗ → 2Γ∗
se nazývá substituce právě tehdy, když

(1) σ(ε) = {ε},
(2) σ(xy) = σ(x)σ(y) pro všechny řetězce x, y ∈ Σ∗.

Ač to vypadá složitě, tak Σ∗ označuje množinu všech řetězc̊u nad abecedou Σ a 2Γ∗
označuje množinu

všech jazyk̊u nad abecedou Γ, viz strana 10 v opoře k TINu [5]. Podmı́nka (1) se někdy vynechává [2],
protože vyplývá z podmı́nky (2). Podmı́nka (2) nám zaručuje, že substituci lze definovat tak, jak
jsme si ji neformálně definovali v sekci 2.1, čili každému symbolu přǐrad́ıme jazyk a v př́ıpadě řetězce
aplikujeme substituci na každý z jeho symbol̊u. Podle definice sice přǐrazujeme jazyk každému řetězci,
ale jelikož se substituce chová

”
bezkontextově“, tak ji stač́ı definovat po jednotlivých symbolech.

Substituci řetězce pak dostaneme automaticky.

Definice 2. Necht’ Σ a Γ jsou abecedy. Funkce ϕ : Σ∗ → Γ∗ se nazývá morfismus právě tehdy, když

(1) ϕ(ε) = ε,
(2) ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) pro všechny řetězce x, y ∈ Σ∗.

Jelikož je morfismus2 pouze speciálńı př́ıpad substituce, tak je jeho definice velice podobná. Takže
to, co plat́ı pro substituci, plat́ı i pro morfismus.

2Poznámka pro zv́ıdavé: Σ∗ se nazývá volný monoid s operaćı konkatenace a neutrálńım prvkem ε a onen morfismus
je pouze zkrácený název pro homomorfismus nad monoidy, jak jej znáte z MATu. Viz např. sekce 11.1 v [1].
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Rozš́ı̌reńı substitućı a morfismů na jazyky dává následuj́ıćı definice.

Definice 3. Necht’ Σ a Γ jsou abecedy, L ⊆ Σ∗ je jazyk nad Σ, σ : Σ∗ → 2Γ∗
je substituce a

ϕ : Σ∗ → Γ∗ je morfismus. Pak

σ(L) =
⋃
w∈L

σ(w)

a
ϕ(L) =

{
ϕ(w) |w ∈ L

}
.

Konečně, uzavřenost jazykové tř́ıdy v̊uči substituci a morfismu je formálně definována následovně.

Definice 4. Necht’ L je tř́ıda jazyk̊u. L je uzavřena v̊uči substituci právě tehdy, když pro libovolný
jazyk L ∈ L a pro libovolnou substituci σ : Σ∗ → 2Γ∗

takovou, že σ(a) ∈ L pro všechna a ∈ Σ,
plat́ı, že σ(L) ∈ L. L je uzavřena v̊uči morfismu právě tehdy, když pro libovolný jazyk L ∈ L a pro
libovolný morfismus ϕ : Σ∗ → Γ∗ plat́ı, že ϕ(L) ∈ L.

4 Závěr

Substituce nahrazuje každý symbol jazykem, kdežto morfismus nahrazuje každý symbol řetězcem.
Morfismus je speciálńım př́ıpadem substituce. Dı́ky vlastnostem substituce a morfismu stač́ı, když
je definujeme pro jednotlivé symboly, a automaticky je máme definovány pro řetězce. Rozš́ı̌reńı
substitućı a morfismů na jazyky je př́ımočaré.

Pevně doufám, že se mi tyto koncepty podařilo dostatečně objasnit. Vzhledem k tomu, že jsem
chtěl tento text vměstnat do max. pěti stránek, tak se sem nevlezla některá témata, např. inverzńı
morfismus a uzavřenost tř́ıdy bezkontextových jazyk̊u v̊uči němu. Věř́ım ale, že po pochopeńı těchto
základ̊u pochoṕıte i tento koncept. Zájemc̊um o rozšǐruj́ıćı a obecněǰśı koncepty se doporučuji pod́ıvat
na konečné převody (finite transduction) a GSM mapováńı (GSM mapping, od Generalized Sequen-
tial Machine), viz např. sekce 2.4 v [3].
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